GEOMETRIA E ALGEBRA – Traccia I

Data: 12 GIUGNO 2017    
CORSO ______   


        LAUREA Ing. ______________________ 

COGNOME________________________NOME_____________  Matr. _________
Q1) Dare la definizione di applicazione lineare e verificare che [image: image1.emf]fiR* =R 3'Y(x,y) ER*: f(x,y)=(y,x)
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è lineare.
Q2) Dimostrare che ogni endomorfismo ingettivo è surgettivo. 
Q3) Discutere il sistema
[image: image2.emf]kx=3
3x-5y=4

X+y+z=k
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al variare di k in R. 
Q4) Data l’applicazione lineare [image: image3.emf]f
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, calcolare:
a) una base e la dimensione di Im(f);

b) una base e la dimensione di Ker(f);

c) dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.

Q5) Data la conica di equazione [image: image4.emf]X —4xy+4y" +2x+y-5=0
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,
a) classificare la conica (specie e genere);

b) calcolare la matrice di rotazione. 

Q6) Nello spazio euclideo S3, nel quale è fissato un riferimento cartesiano ortogonale RC(O,x,y,z), sono dati i punti A(1,0,-1), B(2,1,-1) e la retta r di equazioni 

[image: image5.emf]{

y+z-2=0
x=2y+2=0
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a) Verificare che le rette AB ed r sono incidenti e calcolare il punto di intersezione;
b) Calcolare il punto P della retta r equidistante da A e B;
c) Calcolare l’angolo formato da AB e da r.
FOGLIO DELLE RISPOSTE

(Q1) ________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

(Q2)____________________________________________________________________________

(Q3) 

· Sistema indeterminato: per nessun valore di k;
· Sistema determinato:  [image: image6.emf]Yik=0









"k¹0

;
· Sistema incompatibile: k = 0.
(Q4) 

a) BIm(f) = ______________________________________  dim Im(f) = _____________
b) Bker(f) = ______________________________________ dim Ker(f) = ____________

c) f:    ingettiva SI  NO        surgettiva: SI   NO     bigettiva: SI   NO

(Q5) 

a) Specie:__________________________, Genere:___________________________
b) Matrice di rotazione: 

[image: image7.emf]
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(Q6) 

(a) Punto d’intersrzione: _________________________________________

(b) [image: image8.emf]
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  ______________________________________________________

SOLUZIONE TRACCIA 1
(Q1) Se V e V’ sono due spazi vettoriali su K e se [image: image9.emf]fV(K)—=V(K)









f:V(K)®V'(K)

, si dice che f è un’applicazione lineare di V in V’ se:
[image: image10.emf]1)VV19V2 ev :f(Vl +v2)=f(v])+f(v2);
QVkeKNYveV: f(k-v)=k- f(v).
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Sia [image: image11.emf]fiR* =R 3'Y(x,y) ER*: f(x,y)=(y,x)
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: dimostriamo che f è un’applicazione lineare.

[image: image12.emf]1)VV1 = (xpyl)svz =(X2,y2)€R2 If(Vl +v2)=f((x17y1)+(x2’y2))=f(x1 + X5, ) +y2)=
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[image: image13.emf]= (Y + Y5, X +X,) = (V. X))+ (Y, X,) = f(x, )+ f(x,,5,) = fF(v)+ f(v,).
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[image: image14.emf]QVkeKNYv=(x,y)EV: fk-v)= f(k-(x,y)) = f(kx,ky) = (ky,kx) = k(y,x) =k f(x,y)=k" f(v).









2)"kÎK,"v=(x,y)ÎV:f(k×v)=f(k×(x,y))=f(kx,ky)=(ky,kx)=k(y,x)=k×f(x,y)=k×f(v).


(Q2) Sia [image: image15.emf][ V(K)—=V(K)
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 un endomorfismo ingettivo [image: image16.emf]
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Ker(f) = [image: image17.emf]{0}
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 e dim Ker(f) = 0 [image: image18.emf]
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[image: image19.emf]
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(per il teorema della dimensione) dim Im(f) = dim V(K) – dim Ker(f) = dim V(K)  [image: image20.emf]
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[image: image21.emf]
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Im(f) = V(K) [image: image22.emf]
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f è surgettiva.

(Q3) Dato il sistema 

[image: image23.emf]kx=3
3x-5y=4

X+y+z=k
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le matrici associate sono:

[image: image24.emf]o <t ==
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Come primo passo, calcoliamo
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e poniamo 

[image: image26.emf]det(A)=0 < k=0.









det(A)=0Ûk=0.


Discussione

[image: image27.emf]DVk=0:det(A) =0 = rang(A)=3=rang(A") =









1)"k¹0:det(A)¹0Þrang(A)=3=rang(A')Þ

 il sistema è compatibile e ammette [image: image28.emf]
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soluzione (sistema determinato).
2) Per k = 0, il sistema diventa 

[image: image29.emf]0=3
3x-5y=4

x+y+z=0
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Il sistema è impossibile.

(Q4) E’ data la funzione lineare  
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[image: image31.emf]Yu' €ER :u'= f(x,y,2)=(x=-y,x,x+27)=(x,x,x)+(-y,0,0)+(0,0,2z) = x(1,1,1) + y(-1,0,0) + z(0,0,2) =
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[image: image32.emf]= Im(f) = L(u, = (1,1,1),u, = (~1,0,0),u, = (0,0,2)).
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Detta 
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la matrice avente per colonne le componenti dei vettori generatori di Im(f), poiché

[image: image34.emf]a,=1=0,
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[image: image36.emf]A1y3,3 =det(A)=0+0+0-(0+0-2)=2=0,
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si ha che rang(A) = 3: i tre generatori sono L.I. e , dunque, 
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e dim Im(f) = 3.
[image: image38.emf]x-y=0 x=0
Yu=(x,y,2)€EKer(f): fu)=0< (x-y,x,x+22)=(0,0,0) = {x=0 = y=0=>Ker(f)={0}.
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Quindi, Ker(f) non ha basi e dimKer(f) = 0.

(a) Poiché dim Im(f) = 3, la funzione è surgettiva e poiché dim Ker(f) = 0 la funzione è anche ingettiva e, quindi, bigettiva.
(Q5) E’ data la conica di equazione [image: image39.emf]X —4xy+4y" +2x+y-5=0
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(a) Le matrici associate alla conica sono:
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Poiché 

[image: image41.emf]det(A”)=4-4=0
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la conica è non degenere.

(b) Calcoliamo la matrice di rotazione.
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[image: image44.emf]= A =0vA, =5.









Þl

1

=0Úl

2

=5.


Per [image: image45.emf]
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[image: image47.emf]=X, =(2,1).
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[image: image50.emf]=y=-2x=X=(x,-2x)= X, =(1,-2).
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Quindi, una base ortogonale di R2 è

[image: image51.emf]B={X =(21).,X,=(1,-2)}.
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Normalizziamo la base B:

[image: image52.emf]
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Quindi, la matrice di rotazione è:
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(Q6) 
(a) I parametri direttori della retta passante per i punti A(1,0,-1), B(2,1,-1) sono
[image: image54.emf](=2-1=1,m=1-0=1Ln=-1+1=0
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e le equazioni sono

[image: image55.emf]
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Consideriamo il sistema 
[image: image56.emf]x-y-1=0
z+1=0
y+z-2=0
x=2y+2=0
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formato dalle equazioni delle rette AB ed r e sia 

[image: image57.emf]
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la matrice dei soli coefficienti.

Poiché
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rang(A) = 3: il sistema ha una sola soluzione e le rette sono incidenti.

Calcoliamo il punto d‘intersezione:

[image: image59.emf]x-y-1=0 z=-1
z+1=0 =1y-3=0=y=3= P(4,3,-1).
y+z-2=0 x=3+1=4
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(b) Il generico punto della retta r ha coordinate P(2y - 2, y, -y + 2). Imponiamo che P sia equidistante da A e B:
[image: image60.emf]PA=PB=Q2y-2-1) +(y-07 +(-y+2+1)* =[2y-2-2) + (y- 1 +(-y+2+1)’ =
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[image: image61.emf]=2y-3’+y +(-y+3’ =Qy-4’+(y-1)’+(-y+3)’ = 2y-3’+y = Qy-4)’+(y-1)’' =
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[image: image62.emf]=4y* -12y+9+y’ =4y2+l6—16y+y2+1—2y:>—12y+16y+2y=—9+16+1:>6y=8:>y=§:>









Þ

4

y2

-

12

y

+

9

+

y2

=

4

y2

+

16

-

16

y

+

y2

+

1

-

2

y

Þ-

12

y

+

16

y

+

2

y

=-

9

+

16

+

1

Þ

6

y

=

8

Þ

y

=

4

3

Þ


[image: image63.emf]
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(c) Calcoliamo i parametri direttori della retta r. Considerata la matrice dei coefficienti delle equazioni di r 
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